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Aufgabe 1 (De-Morgan-Regeln, doppelte Verneinung, Kontraposition)

Zeigen Sie mittels Wahrheitstafeln die allgemeine Giiltigkeit der folgenden Aquivalenzaussagen. Seien
A, B Aussagen. Dann gilt:

(i) “(AAB) < -AV-Bund ~(AV B) < -AAN-B (De-Morgan-Regeln)
(ii) ~(=A) & A (Gesetz fiir die doppelte Verneinung)
(iii) (A= B) < (-B=-A) (Kontrapositionsgesetz)

Losung 1 Wir beweisen dies mittels Wahrheitstafel:
(i) (De-Morgan-Regeln)

A|B|AANB | ~(AAB) | -A | B | -AV-B | (AAB) < AV B
w | w w f f f f w
w | f f w f w w w
flw f w w f w w
flf f w w w w w
A|B|AVB | -(AVB) | -A|-B|-AAN-B | -(AVB)<-AN-B
w | w w f f f f w
wlf|] w f flw f w
flw] w f w | f f w
flf f w w w w w

(ii) (Gesetz fiir die doppelte Verneinung)

Al -A| -(-A) | As =(-A)
w | f w w
Sl w f w
(iii) (Kontrapositionsgesetz)
A B| A=B|-B|-A|-B=-A| (A= B)< (-B=-A)
w | w w f f w w
w | f f w | f f w
flw w f w w w
flf w w w w w

Aufgabe 2 (Transitivitdt von ,=” und ,<7)

Zeigen Sie mittels Wahrheitstafeln die allgemeine Giiltigkeit der folgenden Implikationen. Seien A, B, C
Aussagen. Dann gilt:



Losung 2
(i)

AI/B|C|A=B|B=C|(A=B)AB=C) | A=C|(A=B)AB=C) = (A=)
w | w | w w w w w w
w|w| f w f f f w
w | f|w f w f w w
w | f|f f w f f w
flw|w w w w w w
flw]|f w f f w w
flflw w w w w w
flLflf w w w w w
(ii)
Al B|C|AsB | BeC|(AeBABeC) | AsC| (AeBANBeC)=(A<0)
w | w | w w w w w w
w|w| f w f f f w
w | f|w f f f w w
w | f|f f w f f w
flwlw f w f f w
flwlf f f f w w
flflw] w f f f w
flflf w w w w w

Aufgabe 3 (Arithmetische Reihen) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion.

(i) Fir die Summe der ersten n nattirlichen Zahlen gilt die Gausche Summenformel:

n(n+1)
5

k=

NE

B
Il

1

(ii) Fiir die Summe der ersten n ungeraden Zahlen gilt:

(2k — 1) = n?.

NE

e
Il
—

Losung 3
(i) Induktionsanfang (n=1):

1-(1+1)

]{;:1:
2

M-

T

1

ist wahr.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen an, die Aussage

n(n-i—l).

k=
2

M=

i

1




gilt fiir festes n.

Induktionsschritt (n = n + 1):

n+1
Sk (k) s
@ n(n; D +(n+1)
nn+1) 2(n+1)
2 + 2
(n+2)(n+1)
2

(ii) Induktionsanfang (n=1):
1
Z 2k-1)=2-1=1=1°

ist wahr.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen an, die Aussage

NE

(2k — 1) =

B
Il
—_

gilt fiir festes n.

Induktionsschritt (n = n + 1):

n+1 n
>@Rk-1)=> 2k-1)+2(n+1)—1
k=1 k=1
=> (2k-1)+2n+1
k=1
e n?+2n+1
=(n+1)?

Aufgabe 4 (Reihen) Zeigen Sie mittels vollsténdiger Induktion.

(i) Fir die Summe der ersten n Quadratzahlen gilt:

- n(n+1)(2n +1)

(ii) Fir die alternierende Summe gilt:

31 = (Cvren ) - 1)



Losung 4

(i) Induktionsanfang (n=1):

ik2=12= 11+ 1)(2+1)
k=1 6

ist wahr.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen an, die Aussage

" 12 n(n+1)(2n+1)
2 6

gilt fiir festes n.

Induktionsschritt (n = n 4+ 1):

%kQ = <ik2> + (n+1)?
k=1 k=1

(1A) n(n+1)(2n + 1)
B 6

24+ 30+ n+6(n+2n+1)
B 6

2034+ 3n 4 n+6n%+12n+6
B 6

23 4+9n2 +13n+6
= G (1)

+(n+1)°

(1) _ (n+1)((n+1)4+1)(2(n+1)

Wir miissen also zeigen, dass 6 ) Wir multiplizieren den Zahler aus

und bekommen:

m+1)((n+ D) +1D)2n+1)+1)=(n+1)(n+2)(2n+ 3)
=3+ 32+ 4’ +6n+2n°+3n+4n+6
=213 +9n% +13n +6.

Wir haben also bewiesen, dass

o, (D) ((n+ 1)+ D)2+ 1)+ 1)

unter Annahme, dass

- n(n+1)(2n+1)
K2 =
2 g

gilt. O
Induktionsanfang (n=1):

-(—4)

NG

Y(nti=-1= i((—1)1(2 +1)-1) =

k=1
ist wahr.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen an, die Aussage

S (—1)kk = %((—1)”(271 +1)-1)

k=1



gilt fiir festes n.

Induktionsschritt (n = n + 1):

Zn: ) D" (n+1)

~1)"@2n+1) = 1) + (=1 (n+ 1)

N

»-lkﬁ—‘
’\ AII

—1)" (20 +1) = 1+ 4(=1)" (n 4 1)]
~(=)"En 4 1) = 1 A=) (n 4+ 1)
(=)™ (4(n+1) = (20 + 1)) 1]

(=)™ (2n +3) — 1]

— o 1 1

N e L N

(~D)" 1 2(n+1) +1) - 1].



